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相空間 (q,p) = (q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN )中の関数 f , g, hに対して、ヤコビ恒等式と呼ばれる以下の
式が成り立つ。

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (1)

ここで

{f, g} =
∂f

∂qj

∂g

∂pj
− ∂g

∂qj

∂f

∂pj
(2)

はポアッソン括弧である（和をとる添字 j は 1からN まで）。

証明：行列 J を

J =

(
0 1
−1 0

)
(3)

と定義する。ここで 0と 1はN 行N 列のゼロ行列と単位行列である。J を使うとポアッソン括弧は

{f, g} =
∂f

∂ri
Jij

∂g

∂rj
(4)

と書ける。ここで ri := qi （i ≤ N の場合）または ri := pi（i > N の場合）と定義した。（式 (4)では和をと
る添字 j は 1から 2N まで。）従って

式 (1)の左辺 =
∂f

∂ri
Jij

∂
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)
+
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(
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)
+

∂h
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Jmj
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∂rj

(
∂f
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Jiℓ
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∂rℓ

)
=
∂f

∂ri

∂g

∂rℓ

∂2h

∂rj∂rm
(JijJℓm + JℓjJmi)︸ ︷︷ ︸

(a)

+
∂f

∂ri

∂h

∂rm

∂2g

∂rj∂rℓ
(JijJℓm + JmjJiℓ)

+
∂g

∂rℓ

∂h

∂rm

∂2f

∂rj∂ri
(JℓjJmi + JmjJiℓ) (5)

ここで

(a) =
∂2h

∂rj∂rm
JijJℓm +

∂2h

∂rm∂rj
JℓmJji ［第 2項の j とmを交換］

=
∂2h

∂rj∂rm
JijJℓm − ∂2h

∂rm∂rj
JℓmJij ［Jji = −Jij より］

= 0

式 (5)の他の 2項も同様である。従って (1)が成り立つ。


