
Chapter 3

ラグランジュの運動方程式

今回はいよいよラグランジュの運動方程式を紹介する。ニュートン力学では
運動方程式の導出が難しい場合でも、ラグランジュの運動方程式ではいとも簡単
に導出される不思議さを味わって欲しい。ここではまず自由度が 1の場合だけを
考えるが、実は自由度が 2以上になっても本質的には何も変わらない。これも解
析力学が便利なところである。

今回の内容

3.1 復習

3.2 ラグランジュの運動方程式

3.1 前回の復習

• 自由度

• 一般化座標 q

• ポテンシャル : F = −∇U

• ラグランジアン

3.1.1 ポテンシャル

鉛直上向きを x3 方向とし、−x3 方向にかかる一様重力 g = (0, 0,−g)のポテ
ンシャルは

U(x3) = mgx3

である。
ポテンシャルは定数分だけ不定である。
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バネ定数 kと自然長 ℓ0 のバネが長さ ℓのときにもつポテンシャルは

U =
k

2
(バネの伸び)

2
=

k

2
(ℓ− ℓ0)

2

である。

3.1.2 ラグランジアン

ラグランジアン Lは、

L =（運動エネルギー）−（ポテンシャル）= K − U

と書ける。一般化座標を qと書くと、Lは qと q̇の関数

L(q, q̇)

である。
ある曲線に沿って質量mの質点が動くとき、ある点から曲線に沿って測った

距離を（符号つきで）一般化座標 qとすると、運動エネルギーは

K =
m

2
q̇2

である。位置 q におけるポテンシャルが U(q)とすると、この系のラグランジア
ンは

L(q, q̇) =
m

2
q̇2 − U(q)

3.1.3 復習：合成関数の微分

f が gの関数で gが tの関数のとき、つまり

f = f(g(t))

のとき、
df

dt
=

df

dg

dg

dt

である。
【小演習】

f(t) = sin

(
1

t

)
を tで微分してみよう。

f が q1, q2, . . . , qN の関数

f = f(q1, q2, . . . , qN )

で、N 個ある関数 qi がそれぞれ時間 tの関数

qi = qi(t) (i = 1, . . . , N)
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であるとき、

df

dt
=

N∑
j=1

∂f

∂qj

dqj
dt

=
N∑
j=1

∂f

∂qj
q̇j

である。

3.1.4 例題１：放物線に沿って動く質点

放物線

y = x2 + 1

に沿って質量mの質点が摩擦なしに滑る。原点と質点は自然長 0のバネがつなが
れている。ばね定数を kとする。この系のラグランジアンを求めよう。一般化座
標は質点の x座標でそれを qと書こう。その時の y座標を yqとする。yq = q2+1
である。

【図： 放物線と原点。バネ＝（一つの）質点系。】

まずはポテンシャル U を求める。これは簡単。原点と質点の間の距離を ℓとす
ると

U =
k

2
ℓ2 =

k

2
(q2 + y2q ) =

k

2

{
q2 + (q2 + 1)2

}
=

k

2
(q4 + 3q2 + 1)

次に運動エネルギーK を求めよう。

K =
m

2
v̇2 =

m

2

(
q̇2 + ẏ2q

)
である。

【図】

yq = q2 + 1を時間で微分して、

ẏq =
dyq(t)

dt
=

dyq
dq

dq

dt
= 2qq̇

従って

K =
m

2

(
q̇2 + 4q2q̇2

)
=

m

2

(
1 + 4q2

)
q̇2

ラグランジアンは

L(q, q̇) = K − U =
m

2

(
1 + 4q2

)
q̇2 − k

2
(q4 + 3q2 + 1) (3.1)
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3.2 ラグランジュの運動方程式

さあ、いよいよラグランジュの運動方程式を紹介しよう。一般化座標を q と
し、自由度が 1で、ラグランジアンが

L(q, q̇)

の系に対する、ラグランジュの運動方程式は、� �
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 (3.2)� �

である。なぜこれが運動方程式なのか？という疑問はしばらく抑えて、今は具体
的な例を通じてこの方程式に慣れていこう。

3.2.1 例：質点自由落下

m

  q  

  g  

鉛直上向きの座標を qとしたときのラグランジアンは、

L(q, q̇) =
m

2
q̇2 −mgq

である。ラグランジュの運動方程式を立ててみよう。まず

∂L

∂q̇
= mq̇

を計算する。次に
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
=

d

dt
(mq̇) = mq̈
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に計算する。そして
∂L

∂q
= −mg

を計算する。これをラグランジュの運動方程式に代入すると

{mq̈} − {−mg} = 0

これがラグランジュの運動方程式である。
ちなみに、これはニュートンの運動方程式に一致する：

mq̈ = −mg

3.2.2 例：調和振動子

一般化座標を qとすると、1次元調和振動子系のラグランジアンは、

 q   m 

k 

L(q, q̇) =
m

2
q̇2 − k

2
q2

である。ラグランジュの運動方程式を作ってみよう。まずは

∂L

∂q̇
= mq̇

次に
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
=

d

dt
(mq̇) = mq̈

も簡単である。そして、
∂L

∂q
= −kq

だから、ラグランジュの運動方程式は

{mq̈} − {−kq} = 0

ここで、k/m = ω2 とすると
q̈ + ω2q = 0

となる。この微分方程式の解はもちろん調和振動子

q(t) = c1 cos (ωt+ c2) c1, c2は定数

である。
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m

 y  

 x 

 ℓ₀ 

k  

x   
･
x   

3.2.3 例：直線に拘束された質点

y = ℓ0 の上を滑らかに滑る質点の問題を考えよう。x-y平面上に y = ℓ0 の直
線がある。質量mの質点がこの直線上を滑らかに（摩擦なしで）動く。バネ定数
kで、自然長がちょうど ℓ0のバネがあり、その一端は原点に、もう一端は質点に
固定されている。一般化座標として、質点の x座標を使うと、この系のラグラン
ジアン L(x, ẋ)は

L(x, ẋ) = K − U =
m

2
ẋ2 − k

2

(√
x2 + ℓ20 − ℓ0

)2

であった。
ラグランジュの運動方程式を作ってみよう。まずは

∂L

∂ẋ
= mẋ

次に
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt
(mẋ) = mẍ

次は、式が少しだけ長くなるが、計算は単純である。

∂L

∂x
= −k

(√
x2 + ℓ20 − ℓ0

)
x√

x2 + ℓ20

= −kx

(
1− ℓ0√

ℓ20 + x2

)
従って、ラグランジュの運動方程式は

{mẍ} −

{
−kx

(
1− ℓ0√

ℓ20 + x2

)}
= 0

k/m = ω2 とすると

ẍ+ ω2x

(
1− ℓ0√

ℓ20 + x2

)
= 0

シミュレーションのための解析力学



3.2. ラグランジュの運動方程式 7

ニュートン力学の方法では力の分解があるため、結構大変な手間をかけて導出す
るこの式が、解析力学では簡単に、極めて機械的に求めることができるのは印象
的であろう。

3.2.4 例：放物線に沿って動く質点

再び y = x2 + 1の放物線上を滑る質点の運動にもどり、この系の運動方程式
を作ってみよう。ラグランジアンは式 (3.1)であった。再掲すると：

L(q, q̇) =
m

2

(
1 + 4q2

)
q̇2 − k

2
(q4 + 3q2 + 1)

である。まず
∂L

∂q̇
= m(1 + 4q2)q̇

次に
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
= 8mqq̇2 +m(1 + 4q2)q̈

そして
∂L

∂q
= 4mqq̇2 − k(2q3 + 3q)

従って、ラグランジュの運動方程式は{
8mqq̇2 +m(1 + 4q2)q̈

}
−
{
4mqq̇2 − k(2q3 + 3q)

}
= 0

整理すると
m(1 + 4q2)q̈ + 4mqq̇2 + k(2q3 + 3q) = 0

k/m = ω2 とすると

(1 + 4q2)q̈ + 4qq̇2 + ω2(2q3 + 3q) = 0

これがこの系の運動方程式である。
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