
H定理を用いたエントロピー増大の
証明について	

神戸大学素粒子宇宙理論研究室	  
森 智洋	



5 スライド
今日の流れ

• H関数を定義
• H定理を導く
• エントロピーと見なした量が単調増加であることをしめす
• 結論

統計物理学におけるエントロピー
統計物理学では、エントロピーを

S := −k
N∑

i

pvi ln pvi (5.1)

で定義されている。これを

S = −k
∫

dv f (v, t) (5.2)

と拡張する。
H関数

S = −k
∫

dv f (v, t) (5.3)

を、エントロピーと見なすことができるのか。

H :=
∫

dv f (v, t) (5.4)

を H関数として、H関数の性質をみていく。
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ボルツマン方程式の衝突項
気体分子運動論から、ボルツマン方程式

∂ f
∂t
+ v · ∂ f

∂x
+ F · ∂ f

∂p
=

(
∂ f
∂t

)

col
(5.5)

が得られ、この衝突項に注目する。
2枚目
粒子の衝突を考える。このとき、運動量が保存していると仮定する。

図 3 気体分子運動論

2枚目
このとき、速度 vできたものが vでなくなる個数を考えると、

∫
dv1

∫
dω α(S) f (v) f (v1) (5.6)

である。逆に、増える個数は、
∫

dv1

∫
dω α(S) f (v′) f (v′

1
) (5.7)

衝突項は、
(
∂ f
∂t

)

col
= −

∫
dv1

∫
dω α(S)

{
f (v) f (v1) − f (v′) f (v′

1
)
}

(5.8)
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H定理
孤立した粒子系で、衝突があったとする。

∫
dv

d f
dt
= 0;粒子数一定 (5.9)

これを用いると、
dH
dt
=

∫
dv

d f0
dt

ln f0 (5.10)

2枚目
先ほどの衝突項を代入すれば、

dH
dt
= −

∫
dv

∫
dv1

∫
dω α(S)

{
f (v) f (v1) − f (v′) f (v′

1
)
}

ln f0 (5.11)

である。ここで、v、v1、v′、そして v′1 は衝突の和をとるものだから、入れ
替えが可能で、入れ替えたうえで、足し合わせると、

4
dH
dt
= −

∫
dv

∫
dv1

∫
dω α(S)( f0 f1 − f ′0 f ′1)(ln f0 f1 − ln f ′0 f ′1) (5.12)

となる。ここで、不等式 (x − y)(ln x − ln y) ≥ 0を用いると、

dH
dt
≤ 0 (5.13)

が得られる。
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エントロピーが単調増加
はじめに定義したエントロピーは、

S = −k
∫

dv f (v, t) ln f (v, t) = −kH (5.14)

で Hが単調減少するから、
S ≥ 0 (5.15)

が得られた。
結論
エントロピーのひとつの性質が以上で示された。しかし、他の性質もきっ

ちり満たしているかをみない限り、これがエントロピーだとはまだ言え
ない。
また問題点として

• 力学と統計物理学から出発して、終着駅が熱力学で良いのか。
• 離散的と連続的をそのまま移して良いのか。

が残った。
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