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今日の内容

I 数学的準備

I ポテンシャル

I 今日のまとめ

I レポート課題
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数学的準備

ベクトルの内積
【二つのベクトルの図】

内積 a · b = ax bx + ay by + az bz

a · b = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 (1)

=
3∑

j=1

aj bj

(
=

3∑
i=1

ai bi

)
(2)

= aj bj (3)
= ai bi (4)

繰り返される添え字は和をとる（今の場合は1から3まで）
アインシュタインの規約 (Einstein's convention)
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数学的準備

例

質点m
速度v = (v1, v2, v3)
運動エネルギーK = m

2 v · v = m
2

∑3
j=1 vj vj

K =
m

2
vj vj
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数学的準備

例2

ai bi cj =
3∑

i=1

ai bi cj = (a · b)cj

【演習】

ai bj cj dk =

3∑
j=1

ai bj cj dk = ai (b · c) dk

aℓ bm cℓ dm =
3∑

ℓ=1

3∑
m=1

aℓ bm cℓ dm =
3∑

ℓ=1

3∑
m=1

aℓ cℓ bm dm = (a·c)(b·d)
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数学的準備

例3

位置座標x = (x, y, z) = (x1, x2, x3)
【図】x-y-zでラベル付けされたカーテシアン座標

√
xj xj =

√√√√ 3∑
j=1

xj xj (5)

=
√

x21 + x22 + x23 (6)

=
√

x2 + y2 + z2 (7)
= r （原点からの距離） (8)
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数学的準備

例4

【演習】
位置座標x = (x1, x2, x3)
原点からの距離r

1

r2
= ?? (9)

=
1

xj xj
(10)
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数学的準備

場と偏微分

【電場、磁場、温度場、ポテンシャル場、・・・】
空間の関数f(x, y, z) スカラー場 【室内の温度、圧力等】
→ f(x1, x2, x3)
偏微分

∂f(x, y, z)

∂x
= lim

h→0

f(x+ h, y, z)− f(x, y, z)

h
(11)

∂f(x, y, z)

∂y
(12)

∂f(x, y, z)

∂z
(13)
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数学的準備

偏微分

∂f(x, y, z)

∂x

∂f(x, y, z)

∂y

∂f(x, y, z)

∂z
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数学的準備

偏微分

∂f(x1, x2, x3)

∂x1

∂f(x1, x2, x3)

∂x2

∂f(x1, x2, x3)

∂x3
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数学的準備

偏微分

∂f

∂x1

∂f

∂x2

∂f

∂x3
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数学的準備

∂f

∂x3

を
∂

∂x3
f

と書くこともある。【演算子】
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数学的準備

例

f(x1, x2, x3) = x1 x2 x3 + x1 x2 + (x3)
2

∂f

∂x1
= x2 x3 + x2 (14)

∂f

∂x2
= (15)

【演習】
∂f

∂x3
= (16)
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数学的準備

合成関数の微分

pが(x1, x2, x3)の関数 【室内の圧力分布】
pの関数f(p)を考える 【風船の半径】
f = f(p(x1, x2, x3)) 合成関数
合成関数の微分
∂f(p(x1,x2,x3))

∂x1
= df(p)

dp
∂p(x1,x2,x3)

∂x1
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数学的準備

合成関数の微分２
p1(x1, x2, x3)
p2(x1, x2, x3)
p3(x1, x2, x3)
f = f(p1, p2, p3)

∂f(p1, p2, p3)

∂x1
=

∂f(p1, p2, p3)

∂p1

∂p1(x1, x2, x3)

∂x1
(17)

+
∂f(p1, p2, p3)

∂p2

∂p2(x1, x2, x3)

∂x1
(18)

+
∂f(p1, p2, p3)

∂p3

∂p3(x1, x2, x3)

∂x1
(19)

=
3∑

j=1

∂f

∂pj

∂pj
x1

=
∂f

∂pj

∂pj
x1

(20)
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数学的準備

合成関数の微分3

pi = pi(x1, x2, x3) (i = 1, 2, 3)

f = f(p1, p2, p3)

∂f

∂xi
=

∂f

∂pj

∂pj
∂xi
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数学的準備

テーラー展開

【図】

f(x+ h) = f(x) +
h

1!

d

dx
f(x) +

h2

2

d2

dx2
f(x) + · · ·

=
∞∑
n=0

hn

n!

(
d

dx

)n

f(x)



. . . . . .

解析力学B

数学的準備

2次元関数のテーラー展開

【図】
f(x1, x2)

f(x1 + h1, x2 + h2) =

∞∑
n=0

1

n!

(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2

)n

f(x1, x2)

f(x1 + h1, x2 + h2) =

∞∑
n=0

1

n!
(h · ∇)n f(x1, x2)
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数学的準備

3次元関数のテーラー展開

【演習】
f(x1 + h1, x2 + h2, x3 + h3) =?

f(x1+h1, x2+h2, x3+h3) =
∞∑
n=0

1

n!

(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3

)n

f(x1, x2, x3)

f(x + h) =
∞∑
n=0

1

n!
(h · ∇)n f(x)
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数学的準備

ベクトル解析の復習
スカラー場 f(x1, x2, x3)の勾配（gradient） 【読み方】

∇f(x1, x2, x3) =
(

∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, ∂f
∂x3

)
例： f(x1, x2, x3) = r2 = x21 + x22 + x33 【原点からの距離の２乗】
∇f(x1, x2, x3) = (2x1, 2x2, 2x3)

f −→ ∇f

スカラー −→ベクトル

【2次元の図】等高線、山登り、意味：山の「上方向」（山頂の方向に
非ず）。矢印は等高線に垂直。
【3次元の場合】等値面、部屋の中の気圧分布の例。面に垂直なベ
クトル
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数学的準備

例２

f(x1, x2, x3) =
√

x21 + x22 【等値面のイメージ】
∇f(x1, x2, x3) = (?, ?, ?) 【演習】
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ポテンシャル

ポテンシャル

力のベクトルF(x1, x2, x3)
スカラー場ϕ(x1, x2, x3)

F(x1, x2, x3) = −∇ϕ(x1, x2, x3)

と書けるとき、Fは保存力、ϕをポテンシャル（エネルギー）という。
上の式は

Fi(x1, x2, x3) = −∂ϕ(x1, x2, x3)

∂xi

とも書ける。
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ポテンシャル

例

重力
F(x1, x2, x3) = (0, 0,−mg)

【図】カーテシアン座標。質点。下向き重力

ϕ(x1, x2, x3) = mgx3

【このポテンシャルのイメージ】平面。層。上に増大。下に向かって垂
直なベクトル。
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ポテンシャル

線形バネ
自然長ℓ0、ばね定数k
【図】１次元線形バネの図
力は

F (x) = −k (x− ℓ0)

ではポテンシャルは？

F (x) = −dϕ(x)

dx

−k (x− ℓ0) = −dϕ(x)

dx
dϕ(x)

dx
= k (x− ℓ0)

を解けばよい。
【演習】ϕ(x)を求めよ。

ϕ(x) =
k

2
(x− ℓ0)

2 +定数

定数は力とは無関係なのでゼロとする。【微分するとどうせゼロだか
ら】
線形バネのポテンシャル

ϕ(x) =
k

2
(x− ℓ0)

2

【図】２次関数。力の向きと強さ。
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ポテンシャル

万有引力
太陽の質量をM、地球の質量をm、地球にはたらく太陽の重力
F(x1, x2, x3)
【図】カーテシアン

|F| = GMm

r2
, r =

√
x21 + x22 + x23

逆自乗力（万有引力）
ベクトルFの向きをe（長さ1のベクトル）とすると、

e =
(
−x1

r
,−x2

r
,−x3

r

)
【確認（向きは図から明らか）】

|e| = ejej = (−xj/r)(−xj/r) =
xjxj
r2

=
r2

r2
= 1
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ポテンシャル

つまり
F(x1, x2, x3) = −GMm

(x1
r3

,
x2
r3

,
x3
r3

)
あるいは簡単に

Fi = −GMm
xi
r3
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今日のまとめ

まとめ

I ベクトル vj

I アインシュタインの規約 ajbj

I 合成関数の微分 ∂
∂xi

f(p1, p2, p3) =
∂f
∂pj

∂pj
∂xi

I スカラー関数の勾配 ∇ϕ

I 力とポテンシャル F = −∇ϕ, Fi = − ∂ϕ
∂xi
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