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今日の内容

前回の復習

ハミルトン形式

ハミルトンの正準方程式の例

付録: N次元の正準方程式
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前回の復習

ハミルトンの原理
【図（1次元質点の投げ上げの軌跡、横軸t、縦軸z）】
ラグランジアン

L(q, q̇, t)

作用

S =

∫ tb

ta

L(q, q̇, t) dt

ハミルトンの原理 ：運動はq(ta), q(tb)が固定という端点条件の下、
作用が極値をとるような運動をとる。

δS = 0

変分法（オイラー＝ラグランジュの方程式）よりラグランジュの運動方
程式が導出される。

d

dt

(
∂L

∂q

)
− ∂L

∂q
= 0
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ハミルトン形式

ラグランジュ力学の復習

ラグランジュの運動方程式（1次元）

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0

時間に関する2階の微分方程式系 これまで見たとおり、数値計算

（ルンゲ＝クッタ積分法）でこの方程式を解くときには、 ２階の微分
方程式を解く代わりに二組の１階微分方程式を解いていた。
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ハミルトン形式

プログラム例（再掲）：
spring_swing_particle.cpp

double s, common_factor;

s = sqrt( (x1-x0)*(x1-x0) + (y1-y0)*(y1-y0) + (z1-z0)*(z1-z0) );

common_factor = (K/M) * (s-L0) / L0;

dpos[0] = ( u1 ) * dt;

dpos[1] = ( v1 ) * dt;

dpos[2] = ( w1 ) * dt;

dpos[3] = ( -common_factor*(x1-x0) ) * dt;

dpos[4] = ( -common_factor*(y1-y0) ) * dt;

dpos[5] = ( -common_factor*(z1-z0) - GRAVITY_CONST ) * dt;
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ハミルトン形式

ラグランジュの運動方程式の「一階微分化」
新しい変数p = ∂L

∂q̇ とおけば ṗ = ∂L
∂q

p = ∂L
∂q̇

という二つの式になるが、下の式は数値計算ではそのまま使えない
ので式変形が必要であった。 左辺が時間微分でないから。（上の式
はいい。）

では・・・
q̇ =???

という形が自然に出てくる力学理論はないであろうか？
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ハミルトン形式

p =
∂L

∂q̇

ではなく

q̇ =
∂(?)

∂p

という形が欲しい。
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ハミルトン形式

ルジャンドル変換
xの凸関数f(x)

x

f(x)
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ハミルトン形式

ルジャンドル変換

変数 x の関数 f(x)
接線の傾き β を決めれば、 x は一意に決まる：

β =
df(x)

dx

を解けばよい。

変数変換 x→ β
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ハミルトン形式

ルジャンドル変換
逆に

x =
dg(β)

dβ

となるような変数βの関数g(β)は何か？

答え：

xβ = f + g

あるいは
g = xβ − f

これをf → gのルジャンドル(Legendre)変換という。gも凸関数。
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ハミルトン形式

ルジャンドル変換

確認【演習】：

g(β) = x(β)β − f(x(β))

dg

dβ
= x(β) + β

dx(β)

dx
− df

dx

dx

dβ
= x

ここで df
dx = βを使った。
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ハミルトン形式

ルジャンドル変換の例

f(x) = x2 ←→ g(β) =
β2

4

f(x) =
mx2

2
←→ g(β) =

β2

2m

逆変換すると元に戻る。
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ハミルトン形式

ラグランジュの運動方程式に戻る
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0

p =
∂L

∂q̇
→ q̇ =

∂(?)

∂p

としたい。

q̇ → p に変数変換し、Lをルジャンドル変換する。

H = p q̇ − L

すると

q̇ =
∂H

∂p
（望みどおりの形）

になる。
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ハミルトン形式

ハミルトニアン

ラグランジアンLをルジャンドル変換した

H = p q̇ − L

をハミルトニアン（Hamiltonian）という。
ハミルトニアンではqとpが独立変数である。
pをqに共役な運動量、あるいは正準運動量という。

q̇ =
∂H

∂p
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ハミルトン形式

ハミルトニアン
∂H
∂q はどうなる？

∂H

∂q
=

∂

∂q
(pq̇ − L(q, q̇(q, p))

= p
∂q̇(q, p)

∂q
− ∂L

∂q
− ∂L

∂q̇

∂q̇

∂q(
∂L

∂q̇
= p より

)
= −∂L

∂q
= −ṗ

最後の式は、ラグランジュの運動方程式

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
=

dp

dt
=

∂L

∂q

による。
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ハミルトン形式

ハミルトン形式の力学
まとめると、ラグランジアンL(q, q̇)が与えられているとき、 qと正準運
動量p

p =
∂L

∂q̇

を独立変数としたハミルトニアンH(q, p)を

H(q, p) = p q̇ − L

として定義すると、運動方程式は下の形になる。 q̇ = ∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂q

これをハミルトン形式の運動方程式（あるいは正準運動方程式）とい
う。
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ハミルトン形式

ハミルトン形式の力学

注意：ハミルトニアンの定義式H = pq̇ − Lの右辺にあるq̇はq, pの従
属変数である。
つまり：

H(q, p) = p q̇(q, p)− L(q, q̇(q, p))



. . . . . .

解析力学B

ハミルトン形式

念の為：ルジャンドル変換としての変数の関係

x

f(x)

x ⇔ β

f(x) ⇔ g(β)

df

dx
= β ⇔ dg

dβ
= x

q̇ ⇔ p

L(· · · , q̇) ⇔ H(· · · , p)
∂L

∂q̇
= p ⇔ ∂H

∂p
= q̇
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ハミルトン形式

多次元の場合
【詳細は付録】
ラグランジアン（N次元）

L(q1, q2, · · · , qN , q̇1, q̇2, · · · , q̇N )

正準運動量

pi =
∂L

∂qi
(i = 1, · · · , N)

ハミルトニアン

H(q1, · · · , qN , p1, · · · , pN ) = piq̇i − L(q1, · · · , qN , q̇1, · · · , q̇N )

ハミルトンの運動方程式

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H

∂qi
(i = 1, · · ·N)
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ハミルトンの正準方程式の例

§正準方程式の例
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ハミルトンの正準方程式の例

ポテンシャル中の質点の運動
【円筒座標(r, ϕ, z)の図】
ラグランジアン

L(r, ϕ, z, ṙ, ϕ̇, ż) =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2)− V (z)

正準運動量

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇

pz =
∂L

∂ż
= mż
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ハミルトンの正準方程式の例

ハミルトニアンH(r, ϕ, z, pr, pϕ, pz)

【演習】 Hを求めよ

H = prṙ + pϕϕ̇+ pz ż − L

= mṙ2 +mr2ϕ̇2 +mż2 − m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2) + V (z)

=
p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2
+

p2z
2m

+ V (z)
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ハミルトンの正準方程式の例

ハミルトンの運動方程式

dr

dt
=

∂H

∂pr
,

dpr
dt

= −∂H

∂r

dϕ

dt
=

∂H

∂pϕ
,

dpϕ
dt

= −∂H

∂ϕ

dz

dt
=

∂H

∂pz
,

dpz
dt

= −∂H

∂z
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ハミルトンの正準方程式の例

dr

dt
=

∂H

∂pr
=

1

m
pr

dpr
dt

= −∂H

∂r
= 0

dϕ

dt
=

∂H

∂pϕ
=

1

mr2
pϕ

dpϕ
dt

= −∂H

∂ϕ
= 0

dz

dt
=

∂H

∂pz
=

1

m
pz

dpz
dt

= −∂H

∂z
= −V ′(z)
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ハミルトンの正準方程式の例

正準運動方程式の例: バネ

q

L =
m

2
q̇2 − k

2
(q − ℓ0)

2

p =
∂L

∂q̇
= mq̇

(
q̇ =

p

m

)

H = pq̇ − L = p
p

m
−

{
m

2

( p

m

)2
}
+

k

2
(q − ℓ0)

2

=
p2

m
− p2

2m
+

k

2
(q − ℓ0)

2

=
p2

2m
+

k

2
(q − ℓ0)

2
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ハミルトンの正準方程式の例

H(q, p) =
p2

2m
+

k

2
(q − ℓ0)

2

正準運動方程式 q̇ = ∂H
∂p = p

m

ṗ = −∂H
∂q = −k (q − ℓ0)
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ハミルトンの正準方程式の例

正準運動方程式の例: もう少し面白い例

21
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ハミルトンの正準方程式の例

正準運動方程式の例: もう少し面白い例

原点を中心としたx− y平面上の二つの円（半径1と2）の上を動く二
つの質点を考える。 二つの質点はバネ（定数k、自然長ℓ0 )で結ば
れている。
二つの質点間の距離ℓは

ℓ =
√

5− 4 cos (ϕ1 − ϕ2)

である。
ラグランジアンは

L =
m

2

(
ϕ̇2
1 + 4ϕ̇2

2

)
− k

2

(√
5− 4 cos (ϕ1 − ϕ2)− ℓ0

)2
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ハミルトンの正準方程式の例

正準運動量

p1 =
∂L

∂ϕ̇1

= mϕ̇1 (ϕ̇1 = p1/m)

p2 =
∂L

∂ϕ̇2

= 4mϕ̇2 (ϕ̇1 = p1/4m)

ハミルトニアン

H = p1ϕ̇1 + p2ϕ̇2 − L

= p1
p1
m

+ p2
p2
4m
− m

2

(
p21
m2

+ 4
p22

16m2

)
−k

2

(√
5− 4 cos (ϕ1 − ϕ2)− ℓ0

)2

=
p21
2m

+
p22
8m

+
k

2

(√
5− 4 cos (ϕ1 − ϕ2)− ℓ0

)2
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ハミルトンの正準方程式の例

結局、正準運動方程式は以下の4式：

ϕ̇1 =
∂H

∂p1
=

p1
m

ϕ̇2 =
∂H

∂p2
=

p1
4m

ṗ1 = −
∂H

∂ϕ1
= 2kΛ sin (ϕ1 − ϕ2)

ṗ2 = −
∂H

∂ϕ2
= −2kΛ sin (ϕ1 − ϕ2)

ここで Λ = 1− ℓ0√
5−4 cos (ϕ1−ϕ2)

あとはこの微分方程式系を数値的

に積分すれば良い。 （式変形の必要がなく、このままプログラムでき
ることに注意！）
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付録: 多自由度系の正準方程式

§付録: 多自由度系の正準方程式
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付録: 多自由度系の正準方程式

多自由度系の場合
ある力学系がN個の変数q = (q1, q2, · · · , qN )の ラグランジアン

L = L(q, q̇)

で記述されているとする。
qiに共役な運動量（一般化運動量）pi

pi =
∂L

∂qi

とハミルトニアンHを

H(p, q) = pj q̇j − L

と定義する。（多次元関数のルジャンドル変換。）
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付録: 多自由度系の正準方程式

連立方程式

pi =
∂L

∂qi
(q1, q2, · · · , qN , q̇1, q̇2, · · · q̇N )

を解いて、

q̇i = q̇i(q1, q2, · · · , qN , p1, p2, · · · , pN )

とする。

ハミルトニアンを
H(q, p) = pj q̇j − L

と定義する。
ここで右辺はq̇とラグランジアン

L = L(q1, q2, · · · , qN , q̇1, q̇2, · · · q̇N )

は、q̇i(q, p)を通じた合成関数である。
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付録: 多自由度系の正準方程式

∂H

∂pk
=

∂

∂pk
(pj q̇j)−

∂

∂pk
L(q, p)

= q̇k + pj
∂q̇j
∂pk
− ∂L

∂q̇ℓ

∂q̇ℓ
∂pk(

pℓ の定義
∂L

∂q̇ℓ
= pℓ

)
より

= q̇k + pj
∂q̇j
∂pk
− pℓ

∂q̇ℓ
∂pk

= q̇k
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付録: 多自由度系の正準方程式

∂H

∂qk
=

∂

∂qk
(pj q̇j)−

∂

∂qk
L(q, q̇)

= pj
∂q̇j
∂qk
−

(
∂L

∂qk
+

∂L

∂q̇j

∂q̇j
∂qk

)
= pj

∂q̇j
∂qk
− ∂L

∂qk
− pj

∂q̇j
∂qk

= − ∂L

∂qk

= − d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
（ラグランジュの運動方程式より）

= − d

dt
pk

= −ṗk
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付録: 多自由度系の正準方程式

まとめ：

q = (q1, q2, · · · , qN )と q̇ = (q̇1, q̇2, · · · , q̇N )の ラグランジアン
L(q, q̇)から、正準運動量

pi =
∂L

∂q̇i
(i = 1, 2, · · ·N)

及び、qiとpiを独立変数としたハミルトニアン

H(q, p) = pj q̇j − L(q, q̇)

を作る。すると正準運動方程式は： q̇k = ∂H
∂pk

ṗk = − ∂H
∂qk
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付録: 多自由度系の正準方程式

まとめ

I ニュートンの運動方程式（時間２階の微分方程式）

I ラグランジュの運動方程式（時間２階の微分方程式）

I ハミルトンの原理（変分原理）

I 新しい運動方程式： ハミルトン形の運動方程式（時間一階の微
分方程式）

次回は１月１２日。
定期試験は２月９日。
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