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今日の内容

ハミルトニアンとエネルギー

ポアッソン括弧

シンプレクティック数値積分法

正準変換による運動方程式の簡単化



. . . . . .

解析力学B
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ハミルトニアンとエネルギー

ハミルトニアンとエネルギー
ポテンシャルが、速度に依存しないとき

L = （運動エネルギー）− （ポテンシャル）

L =
m

2
q̇2 − （ポテンシャル）

p =
∂L

∂q̇
= mq̇, q̇ =

p

m

H = pq̇ − L = p
p

m
− m

2

( p

m

)2
+ （ポテンシャル）

H = （運動エネルギー）+ （ポテンシャル） = (全エネルギー)

関数形がエネルギーと等しいという意味。 ハミルトニアン（qとpの関
数）と、 エネルギー（ジュールで測る数値）は別物。
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ハミルトニアンとエネルギー

正準方程式のイメージ
ハミルトニアン H(q, p) ・・・2N次元位相空間(q, p)の場。

位相空間中の点 (q0, po) ・・・系の状態。

正準方程式 ・・・ 位相空間中の点(状態)の動き方を定める。

q

p

∇H(q, p) =

�
∂H

∂q
,
∂H

∂p

�

�
dq

dt
,
dp

dt

�
=

�
∂H

∂p
,−∂H

∂q

�

H=一定の曲線（曲面）上を動く

接線方向

H(q, p)の勾配 (gradient) ∇Hとは直角方向に動く。
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ハミルトニアンとエネルギー

正準方程式の形からすぐにわかること 1
正準方程式 ・・・ 位相空間中の点(状態)の動き方を定める。

Hの値は、変わらない。 ⇒ エネルギー保存則
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ハミルトニアンとエネルギー

正準方程式の形からすぐにわかること 2
位相空間中に点がぎっしり無数に分布している様子を思い浮かべよ
う。 ・・・まるで水の分子のように。 この「水」は流れは非圧縮。 ⇒ リ
ウヴィルの定理。

q

p

面積は変わらない

∇ · u =
∂uq
∂q

+
∂up
∂p

=
∂

∂q

(
∂H

∂p

)
− ∂

∂p

(
∂H

∂q

)
= 0
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ポアッソン括弧

ポアッソン括弧
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ポアッソン括弧

ポアッソン括弧（Poisson blacket）

位相空間中のスカラー場（qiとpiの関数）を二つ考える。

A = A(q, p)

B = B(q, p)

AとBのポアッソン括弧を、次の式で定義する。

{A,B} =
∂A

∂qk

∂B

∂pk
− ∂A

∂pk

∂B

∂qk
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ポアッソン括弧

ポアッソン括弧

位相空間中の運動に沿って、ある関数f(q, p)の時間微分を計算す
る

df

dt
=

∂f

∂t
+

∂f

∂qk

dqk
dt

+
∂f

∂pk

dpk
dt

=
∂f

∂t
+

∂f

∂qk

∂H

∂pk
− ∂f

∂pk

∂H

∂qk

=
∂f

∂t
+ {f,H}
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ポアッソン括弧

ポアッソン括弧による運動方程式

特別な場合： ポアッソン括弧を使うと、 正準運動方程式はq, pにつ
いて同じ形で書ける。

dqi
dt

= {qi, H}

dpi
dt

= {pi,H}
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ポアッソン括弧

さまざまな運動方程式
ニュートンの運動方程式

F = ma

ラグランジュの運動方程式

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0

ハミルトンの正準運動方程式

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H

∂qi

ポアッソン括弧による正準運動方程式

dqi
dt

= {qi,H} , dpi
dt

= {pi,H}
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ポアッソン括弧

基本ポアッソン括弧関係式

正準変数(q, p)に対して、

{qj , qk} = 0

{pj , pk} = 0

{qj , pk} = −{pj , qk} = δjk
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シンプレクティック数値積分法
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シンプレクティック数値積分法

1次元問題（位相空間2次元）(q, p)の場合を考える。
ある時刻に位相空間中のある位置(q, p)にあった点が、 別の時刻
に(Q,P )に移動（運動）したとする。

(q, p) → (Q,P )

QもPも(q, p)の関数。 これは一種の座標変換。

点(q, p)と点(Q,P )はどちらも当然、 それぞれの時刻（瞬間）には正
準運動方程式に従う。{

dq
dt = ∂H

∂p
dp
dt = −∂H

∂q

{
dQ
dt = ∂H

∂P
dP
dt = −∂H

∂Q
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シンプレクティック数値積分法

∂H

∂P
=

dQ

dt
（右上の式）

=
∂Q

∂q

dq

dt
+

∂Q

∂p

dp

dt

=
∂Q

∂q

∂H

∂p
− ∂Q

∂p

∂H

∂q

=
∂Q

∂q

(
∂H

∂Q

∂Q

∂p
+

∂H

∂P

∂P

∂p

)
−∂Q

∂p

(
∂H

∂Q

∂Q

∂q
+

∂H

∂P

∂P

∂q

)
= {Q,Q} ∂H

∂Q
+ {Q,P} ∂H

∂P

つまり
{Q,Q} = 0, {Q,P} = 1
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シンプレクティック数値積分法

一般に、位相空間中の運動
(q1, · · · , qN , p1, · · · , pN ) → (Q1, · · · , QN , P1, · · · , PN ) に対して、

{Qi, Pj} = δij

{Qi, Qj} = 0

{Pi, Pj} = 0

が成り立つ。

運動に限らず、この関係を満たす座標変換を「正準変換」という。

運動は正準変換の一つ。
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シンプレクティック数値積分法

数値計算

時刻tnにおける位相空間中の位置(qn, pn) ≡ (q(tn), p(tn)) を既知
とする
少し未来tn+1における位置(qn+1, pn+1) ≡ (q(tn+1), p(tn+1)) を計
算機で求める（数値計算）。

(qn, pn) → (qn+1, pn+1)

は正準変換のはず。

正準変換になっている数値積分法を「シンプレクティック積分法」と
いう。
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シンプレクティック数値積分法

例

q

q=0

簡単のため、m = k = 1とすると、ハミルトニアンは

H =
p2

2
+

q2

2
dq
dt = ∂H

∂p = p

dp
dt = −∂H

∂q = −q
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シンプレクティック数値積分法

q, p

t

時間の離散化と微分方程式の差分化
∆q
∆t = p

∆p
∆t = −q
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シンプレクティック数値積分法

n番目の時間ステップを上付き添字で表す (1次前進オイラー法)。
∆qn

∆t = qn+1−qn

∆t = pn

∆pn

∆t = pn+1−pn

∆t = −qn

これを変形して、  qn+1 = qn +∆t pn

pn+1 = pn −∆t qn

(qn, pn) → (qn+1, pn+1)という変数変換。

これは正準変換になっているだろうか？
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シンプレクティック数値積分法

正準変換かどうかはポアッソン括弧をとってみればわかる。

{
qn+1, pn+1

}
=

∂qn+1

∂qn
∂pn+1

∂pn
− ∂qn+1

∂pn
∂pn+1

∂qn

= 1 · 1− (∆t) (−∆t)

= 1 · 1 + ∆t2

̸= 1

単純な1次前進オイラー法による数値積分法による運動方程式の数
値解は正準変換になっていない。
（ハミルトニアンが変わってしまう → 数値誤差のためにエネル

ギーが保存しなくなる。）
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シンプレクティック数値積分法

さっきの式を少しだけ変えて次の形にする。
∆qn

∆t = qn+1−qn

∆t = pn

∆pn

∆t = pn+1−pn

∆t = −qn+1 qn+1 = qn +∆t pn

pn+1 = pn −∆t qn+1 = (1−∆t2)pn −∆tqn

今度は、(qn, pn) → (qn+1, pn+1)が正準変換になっている。{
qn+1, pn+1

}
= 1 ·

(
1−∆t2

)
− (∆t) (−∆t) = 1

⇒ これがシンプレクティック積分法の簡単な一例。 （エネルギー
保存性がよい。）
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正準変換による運動方程式の簡単化

正準変換による運動方程式の簡単化

正準変換(q, p) → (Q,P )

{Qi, Pj} = δij

{Qi, Qj} = 0

{Pi, Pj} = 0

は運動以外にもある。
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正準変換による運動方程式の簡単化

正準変換は運動方程式の形を変えない

dQi

dt
=

∂Qi

∂qj

dqj
dt

+
∂Qi

∂pj

dpj
dt

=
∂Qi

∂qj

∂H

∂pj
− ∂Qi

∂pj

∂H

∂qj

=
∂Qi

∂qj

(
∂H

∂Qℓ

∂Qℓ

∂pj
+

∂H

∂Pℓ

∂Pℓ

∂pj

)
−∂Qi

∂pj

(
∂H

∂Qℓ

∂Qℓ

∂qj
+

∂H

∂Pℓ

∂Pℓ

∂qj

)
= {Qi, Qℓ}

∂H

∂Qℓ
+ {Qi, Pℓ}

∂H

∂Pℓ

= δiℓ
∂H

∂Pℓ
=

∂H

∂Pi
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正準変換による運動方程式の簡単化

結局、
dQi

dt
=

∂H

∂Pi

であった。同様に、正準変換は

dPi

dt
= − ∂H

∂Qi

が示される。 これは座標(Q,P )で表したハミルトンの正準運動方程
式である。
正準変換は正準運動方程式の形を変えない。（逆は真ならず。） ハ
ミルトニアンの形は変わる。（ハミルトニアンも変わらないのが運動。）

うまい正準変換が見つかれば正準運動方程式が簡単になる。
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正準変換による運動方程式の簡単化

例

H(q, p) =
q2

2
+

p2

2

次の座標変換を考える：{
Q = tan−1(q/p)
P = 1

2

(
q2 + p2

)
逆変換は {

q =
√
2P sinQ

p =
√
2P cosQ
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正準変換による運動方程式の簡単化

これが正準変換であることはポアッソン括弧をとれば確認できる。

{Q,Q} = 0, {P, P} = 0

は自明。 次に、 d
dx(tan−1 x) = 1/(1 + x2)に注意しながら計算する

と、

{Q,P} =
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂P

∂q

∂Q

∂p

=
1/p

1 + (q/p)2
× p− q × −q/p2

1 + (q/p)2

= 1
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正準変換による運動方程式の簡単化

ハミルトニアンH(q, p)はこの正準変換でH → Kと変換される。

K(Q,P ) = H(q(Q,P ), p(Q, p))

=
q2

2
+

p2

2
= P sin2Q+ P cos2Q

= P

正準運動方程式は {
dQ
dt = ∂K

∂P = 1
dP
dt = −∂K

∂Q = 0

これを解くのは簡単！

Q(t) = t+ c1, P (t) = c2
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正準変換による運動方程式の簡単化

うまい正準変換が見つかれば、正準運動方程式が簡単に解ける。
（いろいろなテクニックが開発されている。母関数など。）

極端な場合、変換後のハミルトニアンをゼロにするような正準変換が
見つかればいい。 → ハミルトン・ヤコビの理論。
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