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【ヒント】 ラグランジアン L(q1, q2, · · · , qn, q̇1, q̇2, · · · , q̇n); ハミルトニアン H(q1, q2, · · · , qn, p1, p2, · · · , pn),
H = q̇j pj − L. ラグランジュの運動方程式 d

dt
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【問題 1】 ハミルトニアンが H(q, p) = p2

2 + cos q で与えられる系を数値的に解く。 時間を離散化し、

微少な時間刻み幅をϵと書くと、 正準運動方程式は (Q,P ) = (q + ϵ p, p + ϵ sin q) と近似できる。 ここ

でq = q(t), Q = q(t+ ϵ), p = p(t), P = p(t+ ϵ)である。 (q, p)から (Q,P )への変換に対して、 ポアッソン

括弧 {Q,P}は1にならない（つまり正準変換でない）ことを示せ。

【問題 2】 ラグランジアンをL(q, q̇) = 1
2 (q + q̇)2とする。

(1) ラグランジュの運動方程式を q̈ = · · · の形に書け。
(2) ハミルトニアンH(q, p)を書け。

(3) 正準運動方程式を書け。（余裕があればq(0) = p(0) = 1の初期条件の下でそれを解け。）

【問題 3】 原点とバネでつながれた質量1の質点が、円: (x− 1)2 + (y− 1)2 = 1の上を摩擦なしに滑る。

ばね定数は1、ばねの自然長は0、 円の中心(1, 1)と質点を結ぶ直線がx軸となす角度をqとする。 （質点の

位置は(x, y) = (1 + cos q, 1 + sin q)となる。） ラグランジュの運動方程式をq̈ = · · · の形で書け。

【問題 4】 パラメータqと定数Rを使って定義された螺旋型曲線 (x(q), y(q), z(q)) = (R cos q,R sin q, q)

の上を滑り落ちる質量mの質点の運動を考える。 重力は下向き（−z方向）で、重力定数をgとする。

(1) この系のラグランジアンL(q, q̇)を書け。

(2) 運動方程式を q̈ = · · · の形に書け。

【問題 5】 半径1/2の小円があり、その中心をAとする。 この小円がx-y平面内で、原点Cを中心とし

た半径1の大円の内側を転がる。 （円形のトンネルの側面を転がる重さのない車輪を考えよ。） 小円が

転がるときの摩擦はなく、「スリップ」もしないものとする。 小円と大円の接点をBとする。 重力は−y方

向で、重力定数は1とする。 小円上のある点に固着した質量1の質点がある。 （車輪の一点に重り

がついていると想像せよ。） この質点の運動を考える。 小円に固着した質点の位置は、 小円が一

番下にあるときのBの位置(x, y) = (0,−1)であるとする。 （質点は常にy軸上にあることに注意せよ。）

小円が原点Cの周りを回転した角、つまり直線CBが−y方向となす角をqとする。

(1) 質点のy座標をqで書け。

(2) この系のラグランジアンL(q, q̇)を書け。

(3) ハミルトニアンH(q, p)を書け。

(4) 正準運動方程式を書け。

【問題 6】 1次元系のラグランジアンL(q, q̇)に対し、 qの任意関数W (q)の時間微分から作った関数

V (q, q̇) ≡ dW (q)
dq q̇ を加えた別のラグランジアン L′(q, q̇) = L+ Vを考える。

(1) L′とLは同じ運動方程式を導くことを示せ。

(2) n次元系の場合も同様に、 L(q1, q2, · · · , qn, q̇1, q̇2, · · · , q̇n) と L′ = L + dW (q1,q2,···,qn)
dt は同じ運動方

程式を導くことを示せ。


